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Î÷íûé òóð 30 íîÿáðÿ 2008 ã.

Ðåøåíèÿ çàäà÷

11 êëàññ

1. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = sin3 x + sin 3x.
Îòâåò: E(y) =

[
− 2√

3
;

2√
3

]
.

Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñèíóñà òðîéíîãî óãëà

sin 3x = 3 sin x− 4 sin3 x

ïåðåïèøåì ôóíêöèþ â âèäå

y = 3 sin x− 3 sin3 x.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t = sin x. Òåïåðü çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè f(t) = 3(t − t3) íà îòðåçêå [−1; 1]. Ïðèðàâíÿâ
ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, íàéä¼ì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè t = ± 1√

3
. Ñðàâíèâ

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ è íà êîíöàõ îòðåçêà, îïðåäåëèì íàè-
áîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà,
ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé íà îòðåçêå [−1; 1] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê îò íàè-
ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ äî íàèáîëüøåãî.

2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, z è t òàêèå, ÷òî

x · 3x + y · 3y + z · 3z = t · 3t?

Îòâåò: íåò, íå ñóùåñòâóþò.
Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî t > x. Ïîñêîëüêó t è x íàòóðàëüíûå

÷èñëà, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî t−1 > x. Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì, ÷òî t−1 > y
è t− 1 > z. Íî òîãäà

t · 3t > (t− 1) · 3t = 3(t− 1) · 3t−1 > x · 3x + y · 3y + z · 3z.

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îêàçàëàñü áîëüøå ëåâîé.
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3. Ïóñòü ABCD � òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà, A1, B1, C1, D1 � öåíòðû îêðóæ-
íîñòåé, âïèñàííûõ ñîîòâåòñòâåííî â ãðàíè BCD,ACD, ABD,ABC. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè îòðåçêè AA1 è BB1 ïåðåñåêàþòñÿ, òî ïåðåñåêàþòñÿ è îòðåçêè CC1 è
DD1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïåðåñåêàþòñÿ îòðåçêè AA1 è BB1, òî â îäíîé ïëîñ-
êîñòè ëåæàò è ïðÿìûå BA1 è AB1. Ýòè ïðÿìûå íå ìîãóò áûòü ïàðàëëåëüíûìè
(èíà÷å ãðàíè BCD è ACD ïàðàëëåëüíû ââèäó òîãî, ÷òî ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿ-
ìûå BA1 è CD, ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû ïåðå-
ñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì AB1 è CD, ëåæàùèì â äðóãîé ïëîñêîñòè). Çíà÷èò, ïðÿìûå
BA1 è AB1 ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå K. Ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò ðåáðó
CD, èáî CD � ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíåé, â êîòîðûõ ëåæàò ïðÿìûå BA1 è AB1.
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Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåê-
òðèñ. Ïîýòîìó BK � áèññåêòðèñà
òðåóãîëüíèêà CBD, à AK � áèñ-
ñåêòðèñà òðåóãîëüíèêà CAD. Ïî
òåîðåìå î áèññåêòðèñå

BC

BD
=

CK

DK
=

AC

AD
.

Íî òîãäà CB

CA
=

DB

DA
. Ïîëó÷è-

ëîñü, ÷òî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíè-
êîâ BCA è BDA äåëÿò â îäèíàêî-
âîì îòíîøåíèè îòðåçîê BA. Çíà-
÷èò, îíè èìåþò îáùóþ òî÷êó M íà
ýòîì îòðåçêå.

Â òðåóãîëüíèêå CMD òî÷êà D1 ëåæèò íà ñòîðîíå CM , à òî÷êà C1 � íà ñòîðîíå
DM . Ïîýòîìó îòðåçêè CC1 è DD1 ïåðåñåêàþòñÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 6 òî÷åê. ×åðåç êàæäûå äâå èç ýòèõ òî÷åê ïðîâå-
äåíà ïðÿìàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äàííûå ïðÿìûå äåëÿò ïëîñêîñòü íå áîëåå ÷åì íà
à) 121; á) 100 ÷àñòåé.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî
n òî÷åê. Áóäåì íàçûâàòü ýòè òî÷êè êðàñíûìè.

Âñåãî èìååòñÿ N =
n(n− 1)

2
ïàð êðàñíûõ òî÷åê. Ñòîëüêî áóäåò è ïðÿìûõ.

à) Ãðóáàÿ îöåíêà.
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâîäèòü ïðÿìûå. Åñëè ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåòñÿ ñ

ðàíåå ïðîâåä¼ííûìè â k − 1 òî÷êàõ, òî ýòè òî÷êè äåëÿò ïðÿìóþ íà k ÷àñòåé
(ëó÷è è îòðåçêè), êàæäàÿ èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëèò îäíó ¾ñòàðóþ¿
÷àñòü ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà äâå ¾íîâûå¿. Ïîýòîìó ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðÿìîé
l êîëè÷åñòâî ÷àñòåé óâåëè÷èâàåòñÿ íà k.

Ïîñêîëüêó i-ÿ (ïî ïîðÿäêó ïðîâåäåíèÿ) ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðåäûäóùèìè
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(à èõ ðîâíî i − 1) íå áîëåå ÷åì â i − 1 òî÷êàõ, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé
ðàçáèåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà

xn = 1 + 1 + 2 + . . . + N = 1 +
1 + N

2
·N.

Ïðè n = 6 èìååì N = 15 è x6 = 121.
á) Òî÷íàÿ îöåíêà.
Ïóñòü ki � ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ i-é ïðÿìîé ñ ðàíåå ïðîâåä¼ííûìè ïðÿ-

ìûìè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîñëå ïðîâåäåíèÿ i-é ïðÿìîé êîëè÷åñòâî ÷àñòåé
ðàçáèåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà ki + 1. Ïîñêîëüêó èçíà÷àëüíî èìåëàñü îäíà ÷àñòü,
ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âñåõ N ïðÿìûõ êîëè÷åñòâî ÷àñòåé ðàâíî

yn = 1 +
N∑

i=1

(ki + 1) = 1 + N +
N∑

i=1

ki. (1)

Áóäåì íàçûâàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, îòëè÷íûå îò êðàñíûõ, ñèíèìè. Êî-
ëè÷åñòâî ÷àñòåé áóäåò ìàêñèìàëüíî, åñëè ëþáûå äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, è
÷åðåç êàæäóþ êðàñíóþ òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî n − 1 ïðÿìûõ, à ÷åðåç êàæäóþ
ñèíþþ � äâå ïðÿìûå. Íàéä¼ì, êàêèì áóäåò ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ñèíèõ òî÷åê
(îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç z).

Âñåãî ïàð ïðÿìûõ N(N−1)
2

. Íà êàæäóþ êðàñíóþ òî÷êó ïðèõîäèòñÿ (n−1)(n−2)
2

ïàð ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, à íà êàæäóþ ñèíþþ òî÷êó � îäíà ïàðà. Ïîýòîìó
N(N − 1)

2
= n · (n− 1)(n− 2)

2
+ z, îòêóäà z =

N(N − 1)

2
− n · (n− 1)(n− 2)

2
.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ñóììå
N∑

i=1

ki êàæäàÿ ñèíÿÿ òî÷êà ó÷èòûâàåòñÿ îäèí
ðàç, à êàæäàÿ êðàñíàÿ n−2 ðàçà (ïîñëå òîãî, êàê ïåðâûé ðàç ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ
AB ÷åðåç êðàñíóþ òî÷êó A, ãäå B � äðóãàÿ êðàñíàÿ òî÷êà, ÷åðåç òî÷êó A
ïðîéäóò åù¼ n− 2 ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ A ñ îñòàëüíûìè êðàñíûìè òî÷êàìè).
Ïîýòîìó

n∑
i=1

ki = z + n(n− 2) =
N(N − 1)

2
− n · (n− 1)(n− 2)

2
+ n(n− 2). (2)

Ïîäñòàâèâ (2) â (1) è âìåñòî N åãî âûðàæåíèå ÷åðåç n, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò:

yn =
n− 1

8
· (n3 − 5n2 + 18n− 8).

Ïðè n = 6 èìååì y6 = 85.
Èòàê, ïðÿìûå ñîåäèíÿþùèå ïîïàðíî 6 òî÷åê, äåëÿò ïëîñêîñòü íå áîëåå ÷åì

íà 85 ÷àñòåé.
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