
Øêîëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
Ñåíòÿáðü 2014 ã.

10 êëàññ

1 áëîê

1. (6 á.) Ñàøà, Ìèøà è Þðà ñîáèðàëè ãðèáû. Ñàøà ñîáðàë ãðèáîâ íà
20% áîëüøå, ÷åì Ìèøà, íî íà 20% ìåíüøå, ÷åì Þðà. Íà ñêîëüêî ïðîöåí-
òîâ Þðà ñîáðàë ãðèáîâ áîëüøå, ÷åì Ìèøà?

Îòâåò: 50.
Ðåøåíèå. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ãðèáîâ, ñîáðàííûõ ñîîòâåòñòâåííî Ìè-

øåé, Ñàøåé è Þðîé, ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî x, y è z. Òîãäà, ïî óñëîâèþ,
y = 1,2x è y = 0,8z. Îòñþäà z = y

0,8
= 1,2x

0,8
= 1,5x, ò. å. Þðà ñîáðàë íà 50%

ãðèáîâ áîëüøå, ÷åì Ìèøà.

2. (6 á.) Íàéäèòå x− y , åñëè x3 − y3 = 71, à y2x− x2y = 18.
Îòâåò: 5.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a = x − y. Òîãäà a3 = x3 − y3 + 3xy(y − x) =

71 + 3 · 18 = 125. Îòñþäà a = 5.

3. (6 á.) Èìåþòñÿ äâà ïîëóêðóãà è ÷åòâåðòü êðóãà (ðèñ. 1). Ïóñòü b �
ïëîùàäü ñèíåãî ëåïåñòêà, y � ïëîùàäü æ¼ëòîé ôèãóðêè.

Ðèñ. 1

Êàêîå óòâåðæäåíèå âåðíî?
1) b > y;
2) b < y;
3) b = y.
Îòâåò: 3) b = y.
Ðåøåíèå. Ïóñòü x � ïëîùàäü ôèãóðêè, ïîëó÷åííîé èç ìàëåíüêîãî ïî-

ëóêðóãà óäàëåíèåì ñèíåãî ëåïåñòêà. Òîãäà ïëîùàäü ýòîãî ïîëóêðóãà ðàâíà
x+ b, à ïëîùàäü ÷åòâåðòè êðóãà y+ b+2x. Ïóñòü òàêæå ðàäèóñ ïîëóêðóãà
r, òîãäà ðàäèóñ ÷åòâåðòè êðóãà 2r, à èõ ïëîùàäè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
πr2

2
è π·(2r)2

4
= πr2. Ïëîùàäü ÷åòâåðòè êðóãà îêàçàëàñü â äâà ðàçà áîëüøå

ïëîùàäè ìàëåíüêîãî ïîëóêðóãà. Îòñþäà y + b + 2x = 2(x + b), y + b = 2b,
y = b.



4. (6 á.) Ïåòÿ ñïóñòèëñÿ âíèç ïî äâèæóùåìóñÿ ýñêàëàòîðó çà 60 ñåê.
Ó Âàñè ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü áûëà âäâîå áîëüøå, è íà ñïóñê åìó ïîòðå-
áîâàëîñü 40 ñåê. À Êîëÿ ñòîÿë íà ýñêàëàòîðå íåïîäâèæíî. ×åðåç ñêîëüêî
ñåêóíä îí ñïóñòèëñÿ âíèç?

Îòâåò: 120.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äëèíà ýñêàëàòîðà s ì, ñêîðîñòü ýñêàëàòîðà x ì/ñ,

ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü Ïåòè (ò. å. ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ýñêàëàòîðà) y ì/ñ.
Òîãäà ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü Âàñè 2y ì/ñ. Ïî óñëîâèþ,

60(x+ y) = s; 40(x+ 2y) = s.

Îòñþäà 60(x + y) = 40(x + 2y), 20x = 20y, x = y. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
èìååì 120x = s. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Êîëÿ ñïóñêàëñÿ 120 ñ.

5. (6 á.) Ïðè êàêîì a óðàâíåíèÿ x3−ax+2 = 0 è x4−ax2+2 = 0 èìåþò
õîòÿ áû îäèí îáùèé êîðåíü? Åñëè òàêèõ çíà÷åíèé a íåñêîëüêî, óêàæèòå
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Îòâåò: 3.
Ðåøåíèå. Åñëè x � îáùèé êîðåíü óðàâíåíèé, òî x3 − ax = x4 − ax2.

Ñëåäîâàòåëüíî, (x2 − a)(x − x2) = 0. Îòñþäà x2 = a, x = 0 èëè x = 1.
Ïîäñòàíîâêà â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ
íåâîçìîæíû. Îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò x = 1. ×òîáû 1 áûëà êîðíåì,
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî 1− a+ 2 = 0. Çíà÷èò, a = 3.

6. (6 á.) Ñðåäíèé ðîñò 6 âîëåéáîëèñòîâ 195 ñì. Êàêîå íàèáîëüøåå êî-
ëè÷åñòâî èç íèõ ìîæåò èìåòü ðîñò áîëüøå 199 ñì?

Îòâåò: 5.
Ðåøåíèå. Åñëè âñå 6 âîëåéáîëèñòîâ âûøå 199 ñì, òî è èõ ñðåäíèé ðîñò

áóäåò áîëüøå 199 ñì. À âîò ïÿòåðî ìîãóò áûòü âûøå 199 ñì, åñëè øåñòîé
èãðîê äîñòàòî÷íî íåâûñîê. Íàïðèìåð, åãî ðîñò 170 ñì, à âñå îñòàëüíûå
èìåþò ðîñò 200 ñì.

7. (6 á.) Öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè äåëèò âûñîòó ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà, îïóùåííîé íà îñíîâàíèå, íà îòðåçêè äëèíîé 5 ñì è 3 ñì,
ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà (â êâ. ñì).

Îòâåò: 48.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê

ABC, D � ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ, E � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè
è áîêîâîé ñòîðîíû (ðèñ. 2).



Ðèñ. 2

Òîãäà BO = 5, OD = 3 è OE = 3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå
OEB ïî ãèïîòåíóçå è êàòåòó íàõîäèì äðóãîé êàòåò: BE = 4. Ïðÿìî-
óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè BDC è BEO ïîäîáíû (ó íèõ îáùèé îñòðûé óãîë
ïðè âåðøèíå B). Ïîýòîìó BC

BO
= BE

BD
= 2 è BC = 2BO = 10. Îòñþäà

CE = 10 − 4 = 6, DC = CE = 6 (ðàâåíñòâî îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ) è
SABC = DC ·BD = 6 · 8 = 48.

8. (8 á.) Âåð¼âî÷êó ñëîæèëè âäâîå, çàòåì åù¼ ðàç âäâîå, ïîñëå ÷åãî
ðàçðåçàëè â êàêîì-òî ìåñòå. Êàêèå-òî äâà èç ïîëó÷èâøèõñÿ êóñêîâ èìåþò
äëèíó 9 ñì è 4 ñì. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äëèíó (â ñì) ìîæåò èìåòü âåð¼-
âî÷êà?

Îòâåò: 52.
Ðåøåíèå. Ïðè ðàçðåçàíèè ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ êóñêè òð¼õ ðàçëè÷íûõ

äëèí x, 2x è y (ðèñ. 3). Âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà:

x = 2, y = 9; x = 4, y = 9; y = 4, x = 9; y = 4, x = 4,5.

Ðèñ. 3

Åñëè L � äëèíà âñåé âåð¼âêè, òî L = 8x + 4y. Äëÿ óêàçàííûõ âûøå âîç-
ìîæíûõ âàðèàíòîâ çíà÷åíèé x è y èìååì ñîîòâåòñòâåííî L = 52, 68, 88, 52.

2 áëîê

1. (6 á.) Ñàøà, Ìèøà è Þðà ñîáèðàëè ãðèáû. Ñàøà ñîáðàë ãðèáîâ íà
25% áîëüøå, ÷åì Ìèøà, íî íà 25% ìåíüøå, ÷åì Þðà. Íà ñêîëüêî ïðîöåí-
òîâ Ìèøà ñîáðàë ãðèáîâ ìåíüøå, ÷åì Þðà?

Îòâåò: 40.
Ðåøåíèå. Ïóñòü êîëè÷åñòâî ãðèáîâ, ñîáðàííûõ ñîîòâåòñòâåííî Ìè-

øåé, Ñàøåé è Þðîé, ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî x, y è z. Òîãäà, ïî óñëîâèþ,



y = 1,25z è y = 0,75z. Îòñþäà x = y
1,25

= 0,75z
1,25

= 0,6z, ò. å. Ìèøà ñîáðàë íà

40% ãðèáîâ ìåíüøå, ÷åì Þðà.

2. (6 á.) Íàéäèòå x+ y , åñëè x3 + y3 = 31, à x2y + xy2 = 11.
Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a = x + y. Òîãäà a3 = x3 + y3 + 3xy(x + y) =

31 + 3 · 11 = 64. Îòñþäà a = 4.

3. (6 á.) ×åðåç öåíòð îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû åù¼ ÷åòûðå îêðóæíîñòè
âäâîå ìåíüøåãî ðàäèóñà (ðèñ. 4). Ïóñòü b � îáùàÿ ïëîùàäü ÷åòûð¼õ ñèíèõ
ëåïåñòêîâ, y � îáùàÿ ïëîùàäü æ¼ëòûõ ôèãóðîê.

Ðèñ. 4

Êàêîå óòâåðæäåíèå âåðíî?
1) b > y;
2) b < y;
3) b = y.
Îòâåò: 3) b = y.
Ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç öåíòð áîëüøåé îêðóæíîñòè êàñàòåëüíûå ê

ìåíüøèì îêðóæíîñòÿì. Òåïåðü âèäíî, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé
çàäà÷å èç 1-ãî áëîêà.

4. (6 á.) Ïåòÿ ñïóñòèëñÿ âíèç ïî äâèæóùåìóñÿ ýñêàëàòîðó çà 60 ñåê.
Ó Âàñè ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü áûëà âäâîå áîëüøå, è íà ñïóñê åìó ïîòðå-
áîâàëîñü 45 ñåê. À Êîëÿ ñòîÿë íà ýñêàëàòîðå íåïîäâèæíî. ×åðåç ñêîëüêî
ñåêóíä îí ñïóñòèëñÿ âíèç?

Îòâåò: 90.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äëèíà ýñêàëàòîðà s ì, ñêîðîñòü ýñêàëàòîðà x ì/ñ,

ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü Ïåòè (ò. å. ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ýñêàëàòîðà) y ì/ñ.
Òîãäà ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü Âàñè 2y ì/ñ. Ïî óñëîâèþ,

60(x+ y) = s; 45(x+ 2y) = s.

Îòñþäà 60(x+ y) = 45(x+ 2y), 15x = 30y, x = 2y. Òîãäà x = x+2y
2

� Êîëÿ
ñïóñêàëñÿ (îòíîñèòåëüíî çåìëè) âäâîå ìåäëåííåå Âàñè è çàòðàòèë íà ñïóñê
âäâîå áîëüøå âðåìåíè, ò. å. 90 ñ.



5. (6 á.) Ïðè êàêîì a óðàâíåíèÿ x3+ax+1 = 0 è x4+ax2+1 = 0 èìåþò
õîòÿ áû îäèí îáùèé êîðåíü? Åñëè òàêèõ çíà÷åíèé a íåñêîëüêî, óêàæèòå
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Îòâåò: −2.
Ðåøåíèå. Åñëè x � îáùèé êîðåíü óðàâíåíèé, òî x3 + ax = x4 + ax2.

Ñëåäîâàòåëüíî, (x2 + a)(x − x2) = 0. Îòñþäà x2 = −a, x = 0 èëè x = 1.
Ïîäñòàíîâêà â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ
íåâîçìîæíû. Îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò x = 1. ×òîáû 1 áûëà êîðíåì,
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî 1 + a+ 1 = 0. Çíà÷èò, a = −2.

6. (6 á.) Ñðåäíèé ðîñò 8 áàñêåòáîëèñòîâ 195 ñì. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî èç íèõ ìîæåò èìåòü ðîñò ìåíüøå 191 ñì?

Îòâåò: 7.
Ðåøåíèå. Åñëè âñå 8 áàñêåòáîëèñòîâ íèæå 191 ñì, òî è èõ ñðåäíèé ðîñò

áóäåò ìåíüøå 191 ñì. À âîò ñåìåðî ìîãóò áûòü íèæå 191 ñì, åñëè âîñüìîé
èãðîê äîñòàòî÷íî âûñîê. Íàïðèìåð, åãî ðîñò 230 ñì, à âñå îñòàëüíûå èìåþò
ðîñò 190 ñì.

7. (6 á.) Âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå H. Íàéäèòå óãîë BAC (â ãðàäóñàõ), åñëè èçâåñòíî, ÷òî AH = BC.

Îòâåò: 45.
Ðåøåíèå. Ïóñòü îñíîâàíèÿ âûñîò, ïðîâåä¼ííûõ èç òî÷åê A è B ñî-

îòâåòñòâåííî D è E (ðèñ. 5). Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AHE è BHD
ïîäîáíû (óãëû ïðè âåðøèíå H âåðòèêàëüíûå). Ïîýòîìó ∠HAE = ∠HBD.
Çíà÷èò, ïîäîáíûìè ÿâëÿþòñÿ è òðåóãîëüíèêè AHE è BCE. Íî ó íèõ, ïî
óñëîâèþ, ðàâíûå ãèïîòåíóçû. Ïîýòîìó ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíûå è AE =
BE. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê AEB ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé è
∠BAC = ∠BAE = 45◦.

Ðèñ. 5

8. (8 á.) Âåð¼âî÷êó ñëîæèëè âäâîå, çàòåì åù¼ ðàç âäâîå, ïîñëå ÷åãî
ðàçðåçàëè â êàêîì-òî ìåñòå. Êàêèå-òî äâà èç ïîëó÷èâøèõñÿ êóñêîâ èìåþò
äëèíó 9 ñì è 4 ñì. Êàêóþ íàèáîëüøóþ äëèíó (â ñì) ìîæåò èìåòü âåð¼âî÷-
êà?

Îòâåò: 88.
Ðåøåíèå. Ñì. ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è èç 1-ãî áëîêà.


