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2019�2020 ó÷åáíûé ãîä

Ðåøåíèÿ çàäà÷. Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

8 êëàññ

1. Êðàí ñ õîëîäíîé âîäîé çàïîëíÿåò âàííó çà 19 ìèí, à ñ ãîðÿ÷åé
çà 23 ìèí. Îòêðûëè êðàí ñ ãîðÿ÷åé âîäîé. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò íóæ-
íî îòêðûòü êðàí ñ õîëîäíîé âîäîé, ÷òîáû ãîðÿ÷åé âîäû ê ìîìåíòó
íàïîëíåíèÿ âàííû íàëèëîñü â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì õîëîäíîé?

Îòâåò: 9.
Ðåøåíèå. Ãîðÿ÷àÿ âîäà äîëæíà çàïîëíèòü 2/3 âàííû. Ýòî çàíè-

ìàåò
2

3
· 23 =

46

3
ìèí. Õîëîäíàÿ âîäà äîëæíà çàïîëíèòü 1/3 âàííû,

÷òî òðåáóåò
19

3
ìèí. Çíà÷èò, êðàí ñ ãîðÿ÷åé âîäîé äîëæåí áûòü îò-

êðûò íà
46

3
− 19

3
= 9 ìèí äîëüøå, ÷åì êðàí ñ õîëîäíîé âîäîé.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.

2. Ìîæíî ëè ÷èñëî n çàïèñàòü â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë (èõ êîëè÷åñòâî íå ìåíüøå äâóõ), ïðîèçâåäåíèå êîòî-
ðûõ òàêæå ðàâíî n, åñëè
à) n = 2019, á) n = 57 599?

Îòâåò: à), á) äà.
Ðåøåíèå. Ñîñòàâíîå ÷èñëî n ïðåäñòàâèìî â âèäå n = ab, ãäå

a, b > 2. Åñëè a+ b < ab, òî ìîæíî çàïèñàòü:

n = a+ b+ 1 + 1 + . . .+ 1,

ãäå êîëè÷åñòâî åäèíèö ðàâíî ab− (a+ b), ÷òî è áóäåò èñêîìûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî n � ñîñòàâ-
íîå ÷èñëî. Â ñëó÷àå à) ýòî î÷åâèäíî: 2019 = 3·673. Â ñëó÷àå á) èìååì:

57599 = 57600− 1 = 2402 − 1 = (240− 1)(240 + 1) = 239 · 241.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á. Åñëè ðåø¼í òîëüêî îäèí
ïóíêò, 3 á.



3. ABC � ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê (AB = BC). Íà îòðåçêå
BC îòìå÷åíà òî÷êà D, à íà îòðåçêå DC � òî÷êà E. Îêàçàëîñü, ÷òî
DE = AE, à ∠EAC = ∠BAD. Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà BAE.

Îòâåò: 60◦.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì α = ∠EAC = ∠BAD. Òðåóãîëüíèê AED

ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó ðàâíû óãëû EAD è EDA, ïîëîæèì
β = ∠EAD = ∠EDA (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1

Óãîë AEC � âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà AED è ðàâåí ñóììå äâóõ
âíóòðåííèõ: ∠AEC = 2β. Êðîìå òîãî, ∠ACE = ∠CAE = 2α + β.
Ñëîæèì óãëÿ òðåóãîëüíèêà AEC:

α + 2β + (2α + β) = 3(α + β) = 180◦.

Çíà÷èò, ∠BAE = α + β = 60◦.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.

4. Áàðîí Ìþíõãàóçåí íàïèñàë íà ëèñòêå áóìàãè 100-çíà÷íîå ÷èñ-
ëî, ðàçáèë åãî çàïèñü íà äâå ÷àñòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èëîñü
äâà ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñëà. Áàðîí óòâåðæäàåò, ÷òî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì âòîðîãî. Íå îáìàíûâàåò ëè áàðîí?

Îòâåò: îáìàíûâàåò.
Ðåøåíèå.



1-é ñïîñîá. Ïóñòü áàðîí íå îáìàíûâàåò, è ìåíüøåå èç äâóõ ÷èñåë
ðàâíî n, à áîëüøåå n2. Åñëè n < 1033, òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n
íå áîëåå 33 öèôð; ïðè ýòîì n2 < 1066, è çàïèñü ýòîãî ÷èñëà ñîäåðæèò
íå áîëåå 66 öèôð. Åñëè æå n > 1033, òî n2 > 1066, à â çàïèñÿõ ýòèõ
÷èñåë íå ìåíåå 34 è 67 öèôð ñîîòâåòñòâåííî. Â ïåðâîì ñëó÷àå îáùåå
êîëè÷åñòâî öèôð íå áîëüøå 99, à âî âòîðîì � íå ìåíüøå 101. Ðîâíî
ñòà öèôð áûòü íå ìîæåò.

2-é ñïîñîá. Ïóñòü ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ k-çíà÷íûì. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî 10k−1 6 n < 10k. Ïðè ýòîì 102k−2 6 n2 < 102k � â ÷èñëå n2

êîëè÷åñòâî öèôð ðàâíî 2k − 1 èëè 2k. Ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî
öèôð â çàïèñè äâóõ ÷èñåë ðàâíî 3k − 1 èëè 3k; îíî íå ìîæåò äàâàòü
îñòàòîê 1 îò äåëåíèÿ íà 3.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.

5. Âäîëü îêðóæíîñòè íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà ñòîÿò
19 òî÷åê. Àíÿ è Áîðÿ ïî î÷åðåäè êðàñÿò ïî îäíîé òî÷êå â ñèíèé
èëè êðàñíûé öâåò (êðàñèòü ìîæíî ëþáóþ èç ðàíåå íå ïîêðàøåííûõ
òî÷åê). Ïðîèãðûâàåò òîò, ïîñëå õîäà êîòîðîãî ïîÿâÿòñÿ äâå ñîñåäíèå
òî÷êè îäíîãî öâåòà. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äâà ðåøåíèÿ. Â ïåðâîì èñïîëüçóåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ñòðàòåãèÿ, à âòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî � èãðà-øóòêà:
Áîðÿ âûèãðûâàåò áåç âñÿêîé ñòðàòåãèè.

1-é ñïîñîá. Òî÷êó, êîòîðóþ ñâîè ïåðâûì õîäîì ïîêðàñèëà Àíÿ,
îáîçíà÷èì A0 (ðèñ. 2). Áîðÿ, ïðîïóñòèâ ñîñåäíþþ ñ A0 òî÷êó C, ñëå-
äóþùóþ çà íåé òî÷êó B0 êðàñèò ïðîòèâîïîëîæíûì öâåòîì. Òåïåðü
èãðîêè íå ìîãóò êðàñèòü òî÷êó C (åñëè íå õîòÿò ñðàçó çàêîí÷èòü
èãðó ïðîèãðûøåì).

Ðèñ. 2



Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ l ÷åðåç òî÷êó C è öåíòð îêðóæíîñòè. Íåïîêðà-
øåííûå òî÷êè, îòëè÷íûå îò C, äåëÿòñÿ íà ïàðû ñèììåòðè÷íûõ îò-
íîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé òî÷åê Ai, Bi, ãäå i = 1, 2, . . . , n, à n = 8
(ñì. ðèñ. 2). Äàëüíåéøàÿ ñòðàòåãèÿ Áîðè òàêîâà: â îòâåò íà õîä Àíè
îí êðàñèò ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî l òî÷êó â ïðîòèâîïîëîæíûé
öâåò. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Àíÿ êðàñèò òî÷êó An èëè Bn, òî ïîñëå õî-
äà Áîðè áóäåò çàêðàøåíà ñîñåäíÿÿ ñ íåé òî÷êà (ñîîòâåòñòâåííî Bn

èëè An), ïðè÷¼ì äðóãèì öâåòîì. Ïîñëå êàæäîãî õîäà Áîðè íåçàêðà-
øåííûå òî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l, à
îñòàëüíûå òî÷êè íà äóãàõ A0An è B0Bn ïîêðàøåíû ïðîòèâîïîëîæ-
íûì îáðàçîì. Ïîýòîìó íà ëþáîé õîä Àíè ó Áîðè íàéä¼òñÿ ñèììåò-
ðè÷íûé îòâåò. Çíà÷èò, ¾ïîñëåäíåå ñëîâî¿ îñòàíåòñÿ çà íèì!

2-é ñïîñîá. Ïîñìîòðèì, êàê ðàñïîëàãàþòñÿ çàêðàøåííûå òî÷êè
â òîò ìîìåíò, êîãäà íîâûå õîäû íåâîçìîæíû.

Åñëè èìåþòñÿ äâå ðÿäîì ñòîÿùèå íåçàêðàøåííûå òî÷êè, òî îäíó
èç íèõ ìîæíî çàêðàñèòü. Ñòàëî áûòü, â çàêëþ÷èòåëüíîé ïîçèöèè
âñå òî÷êè äåëÿòñÿ íà ãðóïïû ïîñëåäîâàòåëüíûõ çàêðàøåííûõ òî÷åê,
ðàçäåë¼ííûõ îäèíîêèìè íåçàêðàøåííûìè òî÷êàìè. Âíóòðè êàæäîé
ãðóïïû öâåòà òî÷åê ÷åðåäóþòñÿ.

Åñëè îäíà ãðóïïà çàêàí÷èâàåòñÿ ñèíåé (êðàñíîé) òî÷êîé, òî ñëå-
äóþùàÿ çà íåé íà÷èíàåòñÿ ñ êðàñíîé (ñîîòâåòñòâåííî ñèíåé) òî÷êè,
èíà÷å òî÷êó ìåæäó óêàçàííûìè ãðóïïàìè ìîæíî ïîêðàñèòü. Ïîýòî-
ìó åñëè ìû óäàëèì íåçàêðàøåííûå òî÷êè, òî ïîëó÷èì ÷åðåäîâàíèå
êðàñíûõ è ñèíèõ òî÷åê � çíà÷èò, êðàñíûõ è ñèíèõ òî÷åê ïîðîâíó, à
îáùåå êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê ÷¼òíîå.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ëþáîãî õîäà ïåðâîãî èãðîêà èìååì
íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê, à ïîñëå ëþáîãî õîäà âòîðî-
ãî èãðîêà èõ êîëè÷åñòâî ñòàíîâèòñÿ ÷¼òíûì. Çíà÷èò, çàêëþ÷èòåëü-
íàÿ ïîçèöèÿ âîçíèêàåò ïîñëå õîäà âòîðîãî èãðîêà. Îí è âûèãðûâàåò.
Ïðè ýòîì åãî ñòðàòåãèÿ î÷åíü ïðîñòàÿ: íå äåëàòü õîäîâ, âåäóùèõ ê
íåìåäëåííîìó ïðîèãðûøó.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.


